Cours de statistique des valeurs extrémes

séries d’exercices

1) Enoncé des exercices corrigés

Exercice 1 (Constante d’une densité de probabilité)

On considere la fonction f(z) = kexp (,sz) ;2 € R ou k est une constante.
Pour quelle valeur de k f définit-elle la densité de probabilité d’une v.a.c. X?

Exercice 2 (espérance de vie d’une population)

On suppose que la durée de vie d’un individu dans une population donnée est

modélisée par une v.a.c. X dont la fonction densité de probabilité est donnée par:
f(z) = { kx?(100 — z)? si 0 <z < 100

. ol k est une contante positive.
0 5t non

1. Déterminer la valeur de k.
2. Calculer la probabilité qu’un individu meure entre 60 ans et 70 ans.

3. Quelle est 'espérance de vie d’un individu dans cette population?
Exercice 3 (loi normale )

Dans une université on suppose que la variable "taille" (en centimeétres) des étudi-
ants suit une loi normale de moyenne 175 et de variance 64. Déterminer la proportion
des étudiants

a) dont la taille excede 183 cm.
b) mesurant moins de 165 cm.
c) dont la taille est comprise entre 180 cm et 185 cm.

Exercice 4 (fonction caractéristique d’une exponentielle)

Soit X une variable aléatoire réelle dont la densité de probabilité est définie par :
f(z) = kel ;2 € R ot k est une constarllte.



a) Déterminer la valeur de k.
b) Calculer I'espérance mathématique E(X) et la variance V(X).

c) Construire la fonction caractéristique de X.
Exercice 5 (densités marginales exponentielles)

Soit (X,Y") le couple de variables aléatoires réelles de fonction densité conjointe
fxv(zy) =2e"Vavec0 <z <y

1. Déterminer les fonctions densités marginales fx et fy.
2. Déterminer les fonctions de répartition marginales F'x et Fy-.

3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes?
Exercice 6 (construction d’une copule)

Déterminer les distributions marginales F(x) et G(y) associées a la distribution
H(x,y) puis construire la copule C(u,v) associée & H par le théoréme de Sklar.

(z+1)(e? — 1)
_ T+ 2e¥ —1
a) H(x,y)= 1— e sur ]1, +00[x [0, +oo]
0 ailleurs.

sur [—=1,1] x [0, +0o0]

-1
b) Hy(r.y) =exp{—[(x+y) = (@’ +y )7 |}:i021
c) Ho(z,y)=[1+e*+e v+ (1—0)e v " 0e-1,1]
Exercice 7 (générateur archimédien)

En supposant que la fonction ¢, suivant est un générateur archimédien construire
la copule Cjy associée.

R

b) py(t) = —In (1 — (1 —t)?) avec § > [1, +o0]

c) ¢(t) = 51In(1 — Olnt) avec 6 €]0,1]

d) () = %m ro-1soep.



e) po(t) = (t1—1)"tavech € [1,+o0]

f) y(t) = arcsin(1 — %) avect €]0, 1]

Exercice 8(copule de distribution extréme)

Construire la copule Cy(u, v) associée a la distribution Gy(z,y)

1.

Go(1,22) = e:z:p{— [yl + Yo — m} };9 € [0,1]

Yy1+y2

0+0 0+ 20
Gos(x1,22) = exp{(yl +12) — a2 (v (0 + )+y22( i )}} 10 >0,0426 <
(Y1 + y2)
1.0+36 >0
0
Gos(xr,m2) =expq — |th + Yo — ——— 6 > 0,0 €]0,1]

(v +48)°

. Gos(x1,72) = exp {_y1q1—9 —y2(1 — Q)l_g} ;0<fetdo <l.oug= q(y17y27975)l

est la solution de I'équation : (1 — 0)y;(1 —q)° — (1 —6)y2q’ =0

1
070

. Gog(z1,m9) = exp — lyr? + 3" + 6 (niy2) 2

Exercice 9 (tau de Kendall)

. Calculer le tau de Kendall 4. associé a la copule Cy de Gumbel-Morgenstern

Co(u,v) = uwv + Quv(l —v)(1 — p)

Déterminer en fonction de son générateur ¢ I’expression du tau de Kendall d’une
copule archimédienne.

) . . o . ac ac :
Déterminer en fonction de ses dérivées partielles éZ’”) et (r(;;’”) Pexpression

du tau de Kendall d’une copule singuliére ou présentant a la fois une composante
singuliére et une composante absolument continue.

Exercice 10 ( rho de Spearman)

Calculer le rho de Spearman associé a la copule Cy dans les cas suivants :

1.
2.

3.

Co(u,v) = uv + Ouv(1l — v)(1 — p) copule de Gumbel-Morgensternon
Cop=aM + (1 — a— B)II 4+ W, membre de la famille de Fréchet

l1—a Y 8
u " st u* > . .
wo' P si u® < o famille de Marshall-Olkin

Cap(u,v) = {
3



2) Correction des exercices

Exercice 1

f(z) = kexp (%”2) ;2 € R ot k est une constante

Vr eR, f(z) > 0=k >0 car Vz € R;exp (%”2) > 0 donc il faut que k soit
positive
- 11 suffit de vérifier la condition: fjoc;o f(z)dz = 1.

2
(132 flaydn] = k2 20 [0 fla) fo)ae] dy = k2 720 [ 112 exp (<5 (a2 4 42)) de] dy. B
faisant le changement de variables: x = r cosf et y =r sinf et utilisant la formule

2
de changement de variables d’une intégrale on obtient: [fj;o f(g:)d:c} = k2 02” [ O+°° rexp (—3

k? o27r do f rexp (—gr?) dr =k 61" [exp (_lTQ)];OO
—= 2k’ =1 =k = L Par suite f(z) =

1
V21 V2r

densité de loi normale standard ou centrée réduite .

exp( = ) x € R, fonction

Exercice 2

1) Valeur de k
[ densité = Vx € R, f(z) >
Vz € R;2?(100 — z)? > 0

- Il reste a vérifier la condition: fjozo f(z)dz = 1.

} —> k > 0 donc k doit étre positive.

+00 100 2 2 100 74 5 pdnay g |20 107 4 10t o
[0 fle)de =k [, (100—z)*dz =k | —200234+10*2%)dx = k gt
0
i 1019 10 . 1010 kx 10°
5 2 3 ] 3
k.10°
=1 soit ’k: =3 X 10_9‘ et donc par suite on a :

3x 1079 x z%(100 — z)? si 0 < x < 100
flo) = 0 51 non
2) La probabilité qu’un individu meure entre 60 ans et 70 ans est p = P (60 < X < 70) =}

5102 10* 1™
6700 —kf70 22(100 — z)%dz = k Tt =P
5 2 3
70°  60° 102 10*

Conclusion : 15,60% de la population meurre entre 60 et 70 ans.
3) L’espérance de vie est E(X) = fjoo xf(z)dz



E(X) = fj;o xf (r)dr =k fowo 23(100 —z)2%dx = k fowo [2° — 2002* + 10%23) dx =

6 210 . 10t 1" 102 210" 102°
) 25+ —at =k — +
6 5 4 0 6 5 4
1011 1011
:>E(X):k><T. Or k = 3 x 107? par suite: E(X):3XTX10_9:50
Conclusion: L’espérance de vie est de 50 ans dans cette population.
Exercice 3
On note X la variable Taille, avec X ~» N(175,64). Soit X* la variable centrée
X —175
réduite associée a X, on a : X* = —5 N(0,1) de fonction de répartition ®.

1. On calcule la proportion des étudiants dont la taille dépasse 183 cm. p = P(X >
X -1 183 —1

183) = P 875>838 75):P(X*>1):1—P(X*§1):1—

® (0,8413) = 0,1587 = 15,87%. Conclusion : On a 15,87% des étudiants de

cette université mesurent plus de 183 c¢cm ou on peut estimer que, dans cette

université, 476 (15,87% de 3000) étudiants environ mesurent plus de 183 cm.

2. La proportion p’ des étudiants dont la taille est inférieure a 165 cm est p' =
X —175 165 —175

P(X < 165) =P g < 3 ) = p(X* < —1.25) = ®(—1,25) =

1-®(1,25) = p = P(X < 165 = 1 —0.8943 = 0.1057. Environ 11%

des étudiants de cette université mesurent moins de 165 cm soit 317 étudiants

(10,56% de 3000) environ.

180 — 175 185 — 175
3. p" = P(180 < X < 185) = P(T < X*< T) = P(0,63 <
X* < 1,25) = ®(1,25) — ®(0,63) =0,8944 — 0,7857 = 0,1587. Environ 16%
des étudiants mesurent entre 180 cm et 185 cm. On peut estimer a environ 476
(15,87% de 3000) le nombre d’étudiants de cette université mesurant entre 180

cm et 185 ecm.

Exercice 4
- f(z) = kel ;2 € R o0 k est une constante = f(x) = k.e Il =
ke six <0

{ ke™ six>0

a) - [[Cfa)dr=1=1= ffoo k.edr + [ ke tdr = 2k => 1 soit k =1



b) - E(X) = fi) —e‘”dw + fo _Q’dx 0 (z f(z) est une fonction impaire

a intégrer sur un domame ferme et centrée); V (X) = F(X?) — [E(X)] =
2

[ et [y e =

1

c) Soit @y (t) la fonction caractéristique de X. On a: ¢x (t) = E (") = 73

(intégration deux fois par parties)
Exercice 5

Dans cet exercice, il faut bien prendre garde au fait que la densité jointe fX,Y (z,
y) du couple (X, Y ) dépend de l'ordre des variables. En effet, il y a la condition x <
y qui est imposée dans la définition.
1) Pour x <0, la densité jointe est nulle donc celle de X aussi. Prenons x> 0 et
calculons la densité marginale de X : fx(x f+oo fxy(z,y)dy = 2f e T Ydy =
e * f+°° Ydy = 2e72 . x> 0. Cest la loi exponentzelle de parameétre 2.

Demémeona: fx(x) = [ fxy(z,y)de =2 [ e Vdr = 2e7v (1 - e7) ,y >

2°) Les fonctions de répartition.

Pour tout réel x>0 on a: Fx () =P (X <z)= [/ fX (t)dt =1 —2e 2

De méme Fy (y) = P(Y <y) = [ f,(s ds—(l—ey)

3°) Déterminons la probabilité conjointe P (X < x;Y <y) = [ [ fxv (s, t)dsdt

Comme le suggeére [’énoncé, il faut tenir compte des deux cas ot x <y et © > y.
Cette distinction provient du fait qu’il y ait un ordre imposé dans les variables de la
densité jointe. Commengons par supposer que s t, puisque x est compris entre 0 et t,
on peut séparer le premier signe intégral en deux parties

e Pour x < y . on vérifie que : P(X <z;Y <y) = [ [V2e " Vdsdt =
(1—ev)?

® Pour x >y on établit que : P (X <a;Y <y) = [ [/ 27" Vdsdt = (1 =) (1 —2¢7Y + e

On a Fx (z) Fy (y) # Fxy (x,y) donc les deux variables ne sont pas indépen-
dantes.

Exercice 6

(x4+1)(e¥—1)

sur [—1,1] x [0, +0o0]

o 2y _ 1
1. Pour la distribution H(z,y) = Sit ee,y sur 11, +00[x [0, +00| On
0 ailleurs.
vérifie que F~1(u) =2u—1 et G (u) = —In(1 — v). Par conséquent la copule
: v
associée est telle que: C(u,v) = ————;Vu,v € I.
U+ v—uv

6



2. Pour tout réel 0 > 1, la distribution bivariée Hy(x,y) = exp {— [(x +y) — (33_9 + y_a) _Tl} }I
définie sur [0, +o0[Xx [0, 4+00] admet pour marges: F(x) = G(z) = exp(—x);Vx €]}
[0, +00[ soit Yu € [0,1], F~'(u) = G *(u) = —Inu. La copule associée est telle
que : Cy(u,v) = uvexp {— [(—Inu)™ + (—lnv)_(’}%};G > 1; c’est la copule
de Galambos.

3. Pour tout réel 0¢[0,1], Hp(z,y) = 1+ e +e ¥4+ (1 —0)e* Y], la copule
associée est : Cp(u,v) = u+v—1+(1 —u) (1 — v) exp {—«9111 (1—u)+(—In v)_e%} ;0 ZI
1.

?

Exercice 7

a) py(t) =In (m) — Cy(u,v) = =00 iﬂ;)(l — v);e e [-1,1]
b) pp(t) = —1In (1 — (1 —1)?) avec § > [1, +o00[ — Cy(u,v) = 1—[(1 — u)? 4+ (1 — v)? — (1 — w)’
c) @y(t) = $In(1 — f1nt) avec 0 €]0,1] — Cp(u,v) = uvexp(—fInulnv)

1 _ .
d) p,(t) = %ln (279 = 1) — Cy(u,v) = T i— ) _Ug)]é,e €]0,1] .

e) pp(t) = (171 =1) " avec § € [1, +-00[ — Cy(u, v) = <1 + [(u—l —1)+ (v~ 1)6} é>ll

f) y(t) = arcsin(1—t?) avech €]0,1] — Cy(u,v) = (1 — (1 —u?)y/T— (1 —09) — (1 —v%)/1 -

Exercice 8

Copule Cy associée & la distribution Gy(z,y)

Ouv
1. Gy(xy,22) = exp {— [yl + o — Sleyyﬂ } ;0 € 10,1] ;copule : Co(u,v) = uve:r:p{ﬁ n ﬁ}l

0+0 0+ 20
2. Gys(x1,22) = €$p{(y1 Fop) — y1y2 {yi ( (;‘ l;ﬁ)y;( + )}} avee 0> 0.0+
1 2
25 < 1,6 435 > (f copule : Co(u,v) = uverp {Mu 0+ 6)(i;12(25 +0) } |
v

J

3. G@}g(&ﬁl,lg) =exrpy — Y1+ Y2 — ﬁ
(?h + ?JQ) ’

] } avec 0 > 0,9 €]0,1] copule :

=4

Co,6(u, v) = uvexp m

Dl



4. Gos(zr,z2) = exp{—11¢" " — yo(1 — ¢)'°} avec 0 < 0 ; 6 <1 et q = q(y, y2,€ 5)'
solution de (1—0)y1(1—q)°—(1—0)y2q’ = 0 copule : 6’95 (u,v) = exp {ag*™’ DR |

1
-0706

5. Gys(x1,22) = exp § — 'y + 6 (y1y2) 2 copule Cy 5 (u,v) = exp {— [(1]9 + 66) +

Exercice 9
1) Calculer le tau de Kendall Ty. associé a la copule Cy de Gumbel-
Morgenstern Cy(u,v) = uv + Ouv(l —v)(1 — p)

20
Solution Tc = EEn effet : Yu,v € I,Cp(u,v) = wv + 0(u — u?)(v — v?) =

wz1 +0(1 — 2u)(1 - 2v)

Judv 20

— Cp(u,v). # = [uv + 0(u — u?)(v — v?)] [1 + 6(1 — 2u)(1 — 2v)]

=v+0(u—u? v—v)+¢9( 2u)(1 — 2v) + Ouv + 0(u — 3u? + 2u®) (v — 3v? + 203
8 0"Co(u,v) 1 6 26

doi [ [ w55t = =g

2) Solution T¢c =1+ 4f0 f:,(tt dt

8C’u1})

ou

3) Solution Tc =1 — 4f0 !

FEzercicel0

0
i) Co(u,v) = uv+0uv(l—v)(1—p) — py = 3 (copule de Gumbel-Morgensternon)

i1) Cop=aM + (1 —a— B+ W, — p, 5 =a— [ ( membre de la famille de
Fréchet)

1. i) Cop(u,v) =
de Marshall-Olkin)

ul = si u® > ov? . 1 af
wv' =P si u® <P Pas = 4\ 20 = af + 20

) (famille



3) Séries d’exercices non corrigés

Exercicell

Soient X, et Xs deux variables aléatoires indépendantes de lois Gamma respectives
X1
['(s,\) et I'(r,\) On pose Y1 = X1+ Xg et Yo = ———.
(5, M) (7, ) D 1 1 2 2= X 1 X,
a) Déterminer la fonction densité conjointe du couple (Y1,Y3).

b) En déduire les lois marginales de Y et Ys

c) Les variables Yy et Yy sont-elles indépendantes?
Exercicel2

Sotent X et Xy deux variables aléatoires indépendantes de lois normales standard
X
N(0,1). On pose Y1 = X3 + X3 et Yy = fl
2
a) Déterminer la fonction densité conjointe du couple (Y1,Y3).

b) En déduire les lois marginales de Y et Y3

c) Les variables Yy et Yy sont-elles indépendantes?
Exercicel3
Soient X1 et Xy deux variables aléatoires indépendantes de lois uniformes sur les
intervalles [0,2] et [=1,1].0n pose Y1 = X7 + X5 et Y5 = %
a) Déterminer la fonction densité conjointe du couple (Y1,Ys).
b) En déduire les lois marginales de Y et Y3
c) Les variables Yy et Yy sont-elles indépendantes?

Exercicel4

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois Gamma respectives
['(a,1) et T'(b,1) avec a >0 et b > 0.



X
a) On pose L = v Montrer que L suit une loi beta de seconde espéce de parameétres

1 Za—l
a et b dont la fonction densité associée est f(z) = z>0

B(a,b) (1 4 2)**’
+o0 a—ld “+00
avec B(a,b) = / G / 201 (1 — 2)" " da.

o (1+a2)" 0
b) On pose T = oL Montrer que T suit une loi beta de premiére espéce de
parameétres a et b dont la fonction densité est fr(t) = i1 -ttt e

B(a,b)
0,1].

Exercice 15

a) Etablir que toute combinaison convexe des copules usuelles W, 11, W est aussi une
copule i.e.si « et [3 sont des nombres réels dans [0, 1] tels que: o +5 < 1, alors
la fonction C,p définie de I* dans I par Yu,v € I;Cy g(u,v) = aM (u,v)+(1—a
- B)(u,v) + W (u,v) est une copule.

b) Application: Déterminer la copule définie par :¥0 € [—1,1]; Yu,v € I Cy(u,v) =
MM(U, v) + (1 — 0 (u,v) + MW(U,’U). C’est la copule de Mardia.
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